
第二章  高階常微分方程式 

2.1  N 階線性齊次常微分方程式的解 

  n 階線性常微分方程式 
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若 )(),(,),(),( 011 xaxaxaxa nn   在 ),( bax  上皆連續且 0)( xan ，則稱① 

式的常微分方程式為正規(normal)。當 )(),(,),(),( 011 xaxaxaxa nn   皆為常數

時，稱①式為常係數常微分方程式，否則稱為變係數常微分方程式。當 0)( xf  

 時，稱①式為齊次(homogeneous)常微分方程式，否則稱為非齊次 

(non-homogeneous)常微分方程式， )(xf  稱為強制函數(forcing function)。例如 

      xeyyyy  33         (三階常係數非齊次常微分方程式) 

       0242  yyxyx           (二階變係數齊次常微分方程式) 

定理: 

  n 階線性常微分方程式 
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  且 0y ， 1y ， 2y ，…， 1ny  為常數，則上述 n 階線性常微分方程式具唯一解

的充分條件為 

 )(),(),(,),(),( 011 xfxaxaxaxa nn   在 ),( bax  上皆連續且 0)( xan  

  即 n 階線性常微分方程式須為正規(normal)。 

 

例題    (90 台大電機) 

   下列微分方程式 284" xyy  ， 0)0( y  在 )1,0(x  內是否具唯一解？ 

[解法]:雖然 2
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件 0)0( y ，缺一個條件，故非唯一解。此解為 
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1  xxcxy ， 1c 為任意常數 

 

1. n 階線性齊次常微分方程式的齊次解 

(A) n 階線性齊次常微分方程式 
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   為正規，若 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn 為符合②式在 ),( bax 內的解，則 

               )()()()( 2211 xycxycxycxy nn   



為②式在 ),( bax 內的齊次解，上述 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn 在 ),( bax 內

須線性獨立。 

[証明]:因 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn 為符合②式在 ),( bax 內的解 
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與②式比較 

∴  )()()()( 2211 xycxycxycxy nn   為②式在 ),( bax 內的齊次解 

 

(B) 函數線性獨立判定方法 

定義: 

  若有 n 個函數 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  及 n 個常數 1c ， 2c ，…， nc ，

在 ),( bax 內，唯有 021  nccc   才使得 

        0)()()( 2211  xycxycxyc nn  

  則稱 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內為線性獨立。若 1c ， 2c ，…，

nc  其中有一個不為零，則稱 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內為

線性相依。 

定理: 

  函數 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內的 Wronskian 行列式定義為 
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則 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內為線性獨立的充分條件為 

  0)( xW 。即當 0)( xW ，則 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內



為線性獨立﹔但 0)( xW ，不能確定 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax

內是否線性相依。只能說，若 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn 為線性相依時，

則 0)( xW 。 

 [証明]: 0)()()( 2211  xycxycxyc nn   其中 1c ， 2c ，…， nc  為常數 
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由 Cramer’s rule，且當 

 

       得  021  nccc  ，因此 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax   

 內為線性獨立。   

 例題:  (90 台科大化工) 

     下列函數是否為線性獨立   xe ， xe 3 ， xxe 3        

 [解法]: 

       

x

x

x

e

exee

exee

xeee

xW x

xxx

xxx

xxx

9691

3131

11

)96(9

)31(3)( 5

33

33

33







 







                                   

           
x

x
e

x

x

x

e xx

868

414

8680

4140

11
55








 
 

           016
40

414
55 




  xx e

x
e  

      ∴ xe ， xe 3 ， xxe 3  為線性獨立 
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   例題: (90 中央環工) 

     請計算下列四個函數的 Wronskian 行列式 

   xe 2 ， xe ， xe ， xe2        

   [解法]: 
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例題： (90 成大土木) 

 xf 及  xg 定義如下 
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試問  xf 與  xg 是否線性獨立？ 

[解法]：(i) x < 0 

         當     021  xgcxfc  時須取 02 c ， 1c 為任意數 

         ∴  xf 與  xg 線性相依 

(ii) 0x   

            當     043  xgcxfc  時須取 03 c ， 4c 為任意數 

            ∴  xf 與  xg 線性相依 

       (iii) < x <  ，其中  <0，  >0 

            當     065  xgcxfc  時須取 065  cc ，才能使  < x <   內

之任意 x 成立 

         ∴  xf 與  xg 線性獨立 

 



例題：  (91 雲科大電機) 

  There are two solutions that are solved for the equation 0 xyy  in the 

power series 
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  Can you verify the solutions are linearly independent？ 
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          唯有當 021  cc  時上式才成立，因此 )(1 xy 及 )(2 xy 為線性獨立 

 

(C) Abel’s Identity 

n 階線性齊次常微分方程式 
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 為正規，且 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn 為上式在 ),( bax 內的齊次解，

),(0 bax  ，則 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax  內的 Wronskian 行列

式為 
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在 ),( bax 內不為零，因此，當 0)( 0 xW ，則 0)( xW ，

不能判定 )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內是否線性相依。但當

0)( 0 xW ，則 0)( xW ， )(1 xy ， )(2 xy ，…， )(xyn  在 ),( bax 內必為線

性獨立。 

若為二階線性齊次常微分方程式的情況 
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       1X ， 2X ，…， nX 的 Wronskian 行列式定義為 
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例題: (89 交大光電) 

若  xy1 為 096 43  yxyxy 的解，且   101 y ，   001 y 。 



另  xy2 為 096 43  yxyxy 的解，且   002 y ，   102 y ， 

則  xy1 與  xy2 是否線性獨立? 

[解法]:由 Abel’s identity 
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


  

      又  
   

   
1

10

01

00

00
0

21

21





yy

yy
W  

      ∴   0
4

2

3


 x

exW  

     即  xy1 與  xy2 互為線性獨立 

 

例題:  (88 台科大電機) 

若  xy1 及  xy2 為   0222  yxyxyx 的線性獨立解， 

  011 y ，   111 y ，   212 y ，   312 y ，試求  xW ？ 

[解法]:由 Abel’s  identity 

             
 
2

2
1

1 1 2

x

W
eWxW

x

dt
t

t







 

又   
   

   
2

31

20

11

11
1

21

21





yy

yy
W  

∴   
2

2

x
xW


  

 

例題 : (交大控制) 

     若 )(1 xy 及 )(2 xy 為 02)2cos2(   yeyxy x 的二解，且滿足 

           0)0()0( 21  yy  

           0)0()0()0( 121  yyy  

           0)0()0()0( 212  yyy  

           1)0()0( 21  yy  

      則 )(1 xy 與 )(2 xy 是否為線性獨立? 

[解法] : xdxx

eWeWxW 2sin)2cos2(

)0()0()( 


 

      由題目條件四聯立方程式可解得 

      1)0(,0)0(,1)0(,1)0( 2121  yyyy  

      1
1

1

0

1

)0(

)0(

)0(

)0(
)0(

2

2

1

1








y

y

y

y
W  



      ∴ 0)( 2sin  xexW  

      即 )(1 xy 與 )(2 xy 互為線性獨立 

 

 

2. n 階線性非齊次常微分方程式 

定理: n 階線性非齊次常微分方程式 

       )()()()()( 01

)1(

1

)( xfyxayxayxayxa n

n

n

n  

    ),( bax   -----① 

為正規(normal)， )(,),(),( 21 xyxyxy n  為 n 個線性獨立齊次解， )(xyh 為

線性組合之齊次解，且 )(xy p 為適合①式的特解(particular solution)，則 

           )()()()()()()( 2211 xyxycxycxycxyxyxy pnnph    

      為①式的通解(general solution)。 

[証明]: ∵ )(,),(),( 21 xyxyxy n  為①式的 n 個線性獨立齊次解 

0)()()()( 1011

)1(

11

)(

1  

 yxayxayxayxa n

n

n

n            --------③ 

0)()()()( 2021

)1(

21

)(

2  

 yxayxayxayxa n

n

n

n            -------④ 

                  

0)()()()( 01

)1(

1

)(  

 nn

n

nn

n

nn yxayxayxayxa            -------⑤ 

∵ 且 )(xy p 為適合①式的特解 

    )()()()()( 01

)1(

1

)( xfyxayxayxayxa pp

n

pn

n

pn  

        --------⑦ 

1c ③+ 2c ④+…+ nc ⑤+⑦ 

)()]()()()()[(

])()()()()[(

)]()()()()[(

)]()()()()[(

22110

22111

)1(

22111

)(

2211

xfxyxycxycxycxa

xyxycxycxycxa

xyxycxycxycxa

xyxycxycxycxa

pnn

pnn

n

pnnn

n

pnnn





















   

        與①式比較 

     ∴ )()()()()()()( 2211 xyxyxyxycxycxycxy phpnn    

為①式的通解                                                 



 

例題:    (91 交大電控) 

   若函數 )(1 tx 及 )(2 tx 為 5cossin
2

2

 t
dt

dx
t

dt

xd
t  的二個不同解，則

)(7)(3 21 txtx   是否為其解？ 

[解法]:∵ )(1 tx 及 )(2 tx 為 5cossin
2

2

 t
dt

dx
t

dt

xd
t  的二個不同解 

        5c o ss i n 1

2

1

2

 t
dt

dx
t

dt

xd
t                               ----------(a) 

        5c o ss i n 2

2

2

2

 t
dt

dx
t

dt

xd
t                              -----------(b) 

      )(7)(3 ba   

        50
)73(

cos
)73(

sin 21

2

21

2







t
dt

xxd
t

dt

xxd
t  

      不為原 O.D.E.的型式，因此 )(7)(3 21 txtx   不為其解            

 

例題:  (90 交大光電) 

若 )(1 xy 及 )(2 xy 為  )(523 xfxyyy   的線性獨立解，且 0)( xf ，

則 )(3)(22 21 xyxy   是否亦為上述 O.D.E.的解 ?  

[ 解法 ]∵ )(1 xy 及 )(2 xy 分別為 O.D.E.的解 

        )(523 111 xfxyyy                          ------------------(a) 

        )(523 222 xfxyyy                         -------------------(b) 

        )(3)(22 ba  得 

        )()322()322(5)322(23)322( 212121 xfyyxyyyy   

        不為原 O.D.E.的型式 ,因此 21 322 yy   不為其解。 

 

例題：  (交大電機) 

若      xfxfxf n,,, 21   為下列 O.D.E.的 n 個相異解 

 xgyyy         0xg  

試問 naaa ,,, 21   等係數關係為何才使得 

     xfaxfaxfa nn 2211  



亦為 O.D.E 的解？ 

[解法]：∵      xfxfxf n,,, 21  為 O.D.E.的解 

 xgfff  111      -----------------------------------------------(a) 

 xgfff  222      -----------------------------------------------(b) 

 

 xgfff nnn       -----------------------------------------------(c)   

                cabaaa n  21  得           

  


 nn fafafa 2211    nn fafafa 2211      

                   nn fafafa 2211  xgaaa n )( 21   

欲使上式中 nn fafafa  2211  為原 O.D.E.的解，須取

121  naaa ， 

則等號右側才與原 O.D.E.相同 

 

3.降階法(可求齊次解及特解) 

 包含二階以上的常微分方程式，若我們已知道一個齊次解，則我們可利用降階 

 法(Reduction of Order)來求得其他齊次解及特解，可適用常係數及變係數的

O.D.E.。以二階常微分方程式為例 

        )()(')(")( 012 xfyxayxayxa      ),( bax             -------------⑧ 

 為正規，即 )(),(),( 012 xaxaxa  在 ),( bax  上皆連續且 0)(2 xa 。若能觀察

出⑧式的齊次解 )(xu ，即 0)(')(")( 012  uxauxauxa ，可令通解為 

        )()()( xvxuxy   

        )(')()()(')(' xvxuxvxuxy   

        )(")()(')('2)()(")(" xvxuxvxuxvxuxy   

將 )(xy p ， )(xy p
 ， )(xy p

  帶回原 O.D.E. 

       )()''()"''2"( 012 xfuvauvvuauvvuvua   

       )()'"(')'2(" 012122 xfvuauauavuauauva   

∵ )(xu 為齊次解， 0)(')(")( 012  uxauxauxa ，上式得 

        )(')'2(" 122 xfvuauauva   

 令 )(')( xvxz  ，上式改為 

       )()'2( 122 xfzuaua
dx

dz
ua   

 為一階 O.D.E.，因此我們已經把一個二階 O.D.E.改為一階 O.D.E.，故稱為降階

法，此時我們再以一階線性 O.D.E.的方法處理即可得 )(xz 。因 )(')( xvxz  ，再

積分可得 )(xv ，最後 )()()( xvxuxy  即可得通解。 



 

例題:  (92 台科大電機)  

若 xey 3

1

  為微分方程式  096  yyy  的一解 

(a)試由 1y 求出另一線性獨立解 2y 。 

(b)請說明為何 1y 與 2y 為線性獨立？ 

(c)請問解空間的維數為何？ 

[解法]：(a)∵ xey 3

1

 為 096  yyy  的齊次解，由降階法 

        令 )(3 xvey x   vevey xx   333   vevevey xxx   333 69  

        原 O.D.E.得 03  ve x   

                   0v       1cv         21 cxcv   

        ∴ xxxx ecxeccxcexvey 3

2

3

121

33 )()(    

        所得另一解 xxey 3

2

  

      (b) 0
33

)( 6

333

33

21

21






 





x

xxx

xx

e
xeee

xee

yy

yy
xW  

        ∴ 1y 與 2y 為線性獨立 

      (c)∵ 1y 與 2y 為線性獨立   解空間的維數為二維 

 

例題: (92 台大應力)  

若下列 O.D.E. 02)12(  yytyt  )0( t  有一解的型式為 cte ，c 為某適

當常數。試求出 O.D.E.的通解？ 

[解法]：∵ cte 為 02)12(  yytyt  的一解，將 cte 帶回 O.D.E. 

                02)12(2  ctctct eetctec  

                   0)2()2( 2  ctcc  

           ∵ 1及 t 為線性獨立   022  cc  且 02  c    ∴ 2c  

           ∵ te2 為 O.D.E.的一個齊次解，由降階法 

           令  )(2 xvey t   vevey tt  222   vevevey ttt  222 44  

           原 O.D.E.得 0)12( 22  vetvte tt  

                      0
12




 v
t

t
v  

 
t

e
eetI

t
dt

t
dt

t

t 2
)

1
2(

12

)( 










 

 ttectv 2

1)(    

 2

22

32

22

1 )2()
4

1

2

1
()( ceteccetectv tttt  

 

                  ∴  
ttttt ectccetecexvey 2

232

22

3

22 )12(])2([)(  
 

 



例題:  (90 成大電機) 

   xxy )(1  為 02'2")132( 2  yxyyxx  在 1x ，
2

1
x  的解 

   試求 )(xy ？ 

[解法]:令 )(xxvy    '' xvvy     "'2" xvvy    帶回原 O.D.E. 

        0')266(")132( 22  vxxxvxx  

        0'
)1)(12(

266
"

2





 v

xxx

xx
v  

        
12

)1(
)(

22
)

1

2

12

22
(

)1)(12(

266 2










 









x

xx
eexI

dx
xxx

dx
xxx

xx

 

        ]
)1(

11
[

)1(

12
)('

223223








xx
c

xx

x
cxv  

        212323
)1(

1

)1(

1
)

1

11
()( c

xx
cc

xx
cc

xx
cxv 










  

 xc
x

cxxvy 21
1

1
)( 


  

 

 

 

例題:  (91 雲科大機械) 

   若 )(1 xy  為 0)(')("  yxqyxpy  的一解，令 dx
xy

e
xyxy

dxxp








)(
)()(

2

1

)(

12  

  (i) )(2 xy 是否為 0)(')("  yxqyxpy 的一解？ 

  (ii)若 0)(1 xy ，試問 )(1 xy 、 )(2 xy 是否為線性獨立？ 

[解法]: 

(i)令 )()(1 xvxyy    '' 11 vyvyy     "'2" 111 vyvyyy    帶回原 O.D.E 

        0)(')2(" 111111  vqyypyvpyyvy  

     因 )(1 xy  為 0)(')("  yxqyxpy  的一解    0111  qyypy  上式得 

        0')2(" 111  vpyyvy  

        0')
2

("
1

1 


 vp
y

y
v  

        
)(

)('
2

1

)(

2

)()(ln2

2

)](
)(

)(2
[

2

1
1

1

xy

e
cececxv

dxxp
dxxpxydxxp

xy

xy 











 

       12

1

)(

2
)(

)( cdx
xy

e
cxv

dxxp




 


 



       )()()(
)(

)()()( 1122112

1

)(

121 xycxycxycdx
xy

e
xycxvxyy

dxxp




 


 

    ∴ 






dx
xy

e
xyxy

dxxp

)(
)()(

2

1

)(

12   為一解 

   (ii)為線性獨立 

 

例題:  (91 成大土木) 

   
x

x
xy

s i n
)(1   為 2

3

22 )
4

1
('" xyxxyyx   之一齊次解，試求該 O.D.E.的特

解？ 

[解法]:令 )()( xvxuy      
x

x
xu

s i n
)(   

)(')()()(')(' xvxuxvxuxy        

)(")()(')('2)()(")(" xvxuxvxuxvxuxy   

將 )(xy p ， )(xy p
 ， )(xy p

  帶回原 O.D.E. 

2

3

22 )
4

1
()''()"''2"(x xuvxuvvuxuvvuvu   

       2

3

2222 ])
4

1
('"[')'2(" xvuxxuuxvxuuxuvx               ---------(a) 

∵ 
x

x
xu

sin
)(  為齊次解， 0)

4

1
('" 22  uxxuux  

     且 
x

xx
xuux

cos2
2

2
2      (a)式得 

        2

32
2 '

c o s2
"

s i n
xv

x

xx
v

x

x
x   

        
x

v
x

x
v

s i n

1
'

s i n

c o s2
"   

        xeexI
x

dx
x

x

2sinln2sin

cos2

sin)( 


  

       
x

x

x

c

x
dx

x
xcxv

22

3

2

2

3
sin

cos

sinsin

1
]

sin

1
sin[)('      

       2123
s i n

1
c o t

s i n

1
c o t)( c

x
xcc

x
xcxv   

       



)()(
1sincos

)
sin

1
cot(

sin
)()( 2121 xyxy

xx

x
c

x

x
cc

x
xc

x

x
xvxuy ph   

       
x

x
c

x

x
cxyh

s i nc o s
)( 21   

       
x

xy p

1
)(   

 

 

一般齊次解 )(xu  較易觀察的型式為 

(A) qpxxu )(  ( qp, 為常數) 

   帶回 0)(')(")( 012  uxauxauxa  中 

得   0))(()( 01  qpxxapxa   可求出 qp,  

   特殊情況:當 0)()( 01  xxaxa  時(即 0,1  qp )，表齊次解 xxu )(  

(B) mxexu )(  

  帶回 0)(')(")( 012  uxauxauxa  中 

  得   0)]()()([ 012

2  mxexaxmaxam  

       0)()()( 012

2  xaxmaxam   可求出 m  

  特殊情況:當 0)()()( 012  xaxaxa  時(即 1m )，表齊次解 xexu )(     

          當 0)()()( 012  xaxaxa  時(即 1m )，表齊次解 xexu –)(   

例題:   (92 清大微機電)  

  試求下列微分方程式  0)2()1(2  yxyxyx  

  [解法]：   xxa )(2   22)(1  xxa    2)(0  xxa  

         ∵ 0)()()( 012  xaxaxa    有齊次解 xexu )(  

         令 vey x   vevey xx     veveey xxx   2  帶回O.D.E. 

            02   vevxe xx  

            0
2

 v
x

v    
2

2
1

)(
x

exI
dx

x 





 

            
2

1xcv       3

3

2 cxcv   

         ∴ )( 3

3

2 cxcevey xx  
 

 

例題:   (91 成大土木) 



試求下列常微分方程式      2)1(')2(")1(  xeyyxyx x  

[解法]： 1)(2  xxa     )2()(1  xxa      1)(0 xa  

      因 0)()()( 012  xaxaxa  時，表齊次解 xexu )(     

      令 )()( xvexy x   )(')()(' xvexvexy xx     

vexvexvexy xxx  )('2)()(      

將 )(xy p ， )(xy p
 ， )(xy p

  帶回原 O.D.E.得 

         2)1()1(  xvxvx  

         1
1




 xv
x

x
v  

        
1

)(
1ln

)
1

1
1(

1















x

e
eeexI

x
xx

dx
x

dx
x

x

 

        )1()1()1(])1(
1

[)( 33 


 

 xxecxedxx
x

e
cxv xx

x

 

        2

2

3
2

)2()( cx
x

execxv xx    

        2

2

1
2

)2()( cx
x

excxv x    

        xxx ex
x

ecxcxvexy )
2

()2()()(
2

21   

[解法]：    1)(2  xxa     )2()(1  xxa      1)(0 xa  

∵ 0)2)(()( 01  xxaxa       有齊次解 2)(  xxu  

令 )()2()( xvxxy    vxvy  )2(    vxvy  )2(2  

帶回原 O.D.E.得 22 )1()22()2)(1(  xevxxvxx x  

2

)1(

)2)(1(

222











x

xe
v

xx

xx
v

x

 

        

2

)1(

2

2

1

1
1




















x

xe
v

xx
v

x

)1(

)2(
)(

2
2ln21ln2

2

1

1
1



























x

xe
eexI

x
xxx

dx
xx  

          
2

2

2
)2(

)1(

2

)1(

)1(

)2(





















 



x

xe
dx

x

xe

x

xe
cv

xxx

 

          
2

2

2
)2(

)1(
)2(

2

1














x

xe
xcv

x

 



          1222

2

2 )1(
2

1

)2(

)1(

)2(

)1(
])2(

2

1
[ cdxxedx

x

xe
cdx

x

xe
xcv x

xx










   

          122 )1(
2

1
]

)2(2
[ cdxxedx

x

e

x

e
cv x

xx







   

          12 )1(
2

1
)

2
( cdxxedx
x

e
dcv x

x




   

          12
2

1

2
cxe

x

e
cv x

x




    

xxx
x

ex
x

ecxccxe
x

e
cxxvxxy )

2
()1()

2

1

2
)(2()()2()(

2

2112 


  

 

例題：  (89 逢甲紡織) 

試求下列常微分方程式      0
2

1
')1(

2

1
")1(  yyxyxx  

[解法]:令 qpxxu )(  帶回原 O.D.E. 

         0)(
2

1
)1(

2

1
 qpxpx       qp   

      只要取 qp   則 qpxxu )(  為齊次解，任意取 1 qp  

     ∴  1)(  xxu  為齊次解 

      令 )()1()( xvxxy    

)(')1()()(' xvxxvxy      vxvxy  )1('2)(  

 將 )(xy p ， )(xy p
 ， )(xy p

  帶回原 O.D.E. 

         0'])1(
2

1
)1(2[)1)(1( 2  vxxxvxxx  

0'
)1)(1(

2

1
3

2

3 2






 v
xxx

xx

v  

1

)1(
)(

22

1

)
1

2

1

12

1

(
)1)(1(

2

1
3

2

3 2










 









x

xx
eexI

dx
xxx

dx
xxx

xx

 

22

11

)1(

1
)('






xx

x
cxv  

 




 2

22

11

)1(

1
)( cdx

xx

x
cxv  



)1(

)1(

1
)1()()1()( 2

22

11 




  xcdx

xx

x
xcxvxxy  

 

4.常係數齊次常微分方程式 

 若 na ， 1na ，…， 1a ， 0a 為常數，稱  

        001

)1(

1

)(  

 yayayaya n

n

n

n                     -------------⑨ 

為常係數齊次常微分方程式。因 011 ,,,, aaaa nn   為常數，在任何範圍內皆連

續，⑨式為 ),( x 內之正規 O.D.E.。 

定義: 

            Dy
dx

dy
     yD

dx

yd 2

2

2

    …    yD
dx

yd n

n

n

  

   上式中   D
dx

d
      2

2

2

D
dx

d
      …    n

n

n

D
dx

d
  

   稱為微分運算子(Differential Operator)                               

 

由上述定義，⑨式可修正為 

          0)( 01

1

1  

 yaDaDaDa n

n

n

n   

0y  稱為平常解(trivial solution)，我們當然希望得到不平常解(non-trivial 

solution)，因此 

           001

1

1  

 aDaDaDa n

n

n

n   

上式稱為⑨式的特徵方程式(Characteristic Equation)。當 2n 時，根有相異根及

重根之分，我們以二階為例來做探討 

(A1)特徵方程式的根為實根型式的相異根 

例題:   (91 成大水利) 

     試求下列初值問題 

        06'"  yyy            10)0( y    0)0(' y  

[解法]: 特徵方程式: 062  DD      

                  0)2)(3(  DD        3D ， 2D  

           xx ececy 2

2

3

1    

       ∵  








0)0('

10)0(

y

y
       









023

10

21

21

cc

cc
       









6

4

2

1

c

c
    

           xx eey 23 64                                              

[說明]: 06'"  yyy  



       0)2)(3(  yDD                     ----------------------------------(a) 

       令 zyD  )2(                        ----------------------------------(b) 

       (a)式得 0)3(  zD       

03  z
dx

dz
   xecz 3

3

    帶回(b)式 

xecy
dx

dy 3

32   

xxxxxxx ecece
c

ecedxececy 2

2

3

1

332

2

23

3

2

2
5

)(  

  

[註]:由上可知，若特徵方程式具相異實根 21, DDD  ，其相對齊次解為 

       
xDxD

ececy 21

21   

[推論]:由上可知，若特徵方程式具相異實根 321 ,, DDDD  ，其相對齊次解為 

       
xDxDxD

ecececy 321

321   

 

例題:   (91 中興環工) 

試求下列常微分方程式        015"8)4(  yyy  

[解法]: 特徵方程式: 0158 24  DD  

                 0)5)(3( 22  DD     3D ， 5D  

                 xxxx ececececy 5

4

5

3

3

2

3

1

                      

 

 

(A2) )特徵方程式的根為共軛複根型式的相異根 

例題:   (88 中山環工) 

     試求下列常微分方程式 

        010'"  yyy  

[解法]: 特徵方程式: 0102 DD    
2

39

2

1

2

4011
iD 


  

       )( 2

39

2

39

2

1
)

2

39

2

1
()

2

39

2

1
( xixixxixi

BeAeeBeAey


  

         )]
2

39
sin

2

39
(cos)

2

39
sin

2

39
(cos[2

1

xixBxixAe
x

  

         )]
2

39
sin)(

2

39
cos)[(2

1

xiBiAxBAe
x

  

         )
2

39
sin

2

39
cos( 21

2

1

xcxce
x

                               



[註]:由上可知，若特徵方程式具相異共軛複根  iD  ，其相對齊次解為 

         )s i nc o s( 21 xcxcey x    

[推論]:由上可知，若特徵方程式具相異共軛複根  iDiD  , ，其相對

齊次解為    )sincos()sincos( 4321 xcxcexcxcey xx     

 

(B)特徵方程式的根為重根 

例題:   (90 中山材料) 

     試求下列初值問題 

        09'6"  yyy        4)0( y   14)0(' y  

[解法]: 特徵方程式: 0962  DD   3,3 D  

           xx xececy 3

2

3

1

   

      ∵  








14)0('

4)0(

y

y
       









143

4

21

1

cc

c
       









2

4

2

1

c

c
    

           xx xeey 33 24                                           

[說明]: 09'6"  yyy  

       0)3)(3(  yDD                     ----------------------------------(a) 

       令 zyD  )3(                        ----------------------------------(b) 

(a)式得 0)3(  zD       

03  z
dx

dz
   

xecz 3

3

    帶回(b)式 

xecy
dx

dy 3

33   

xxxxx xececedxececy 3

2

3

1

33

2

3

1 )(     

[說明]:利用降階法，已知一個齊次解為 xe 3  

令 )(3 xvey x   '3' 33 vevey xx     "'69" 333 vevevey xxx    帶回原 O.D.E. 

      0"3  ve x      0"v     xccv 21   

  ∴  xxx xececxvey 3

2

3

1

3 )(    

[註]:由上可知，若特徵方程式具重根 11, DDD  ，其相對齊次解為 

         
xDxD

xececy 11

21   

[推論]:若特徵方程式為 0)( 3  aD   

axaxaxaxaxax excxecece
x

cxececy 2

321

2

321
2

  

[推論]:若特徵方程式為 0)]([ 2   iD   

)s i nc o s()s i nc o s( 4321 xcxcxexcxcey xx     



 

例題:   (90 交大光電) 

二階 O.D.E. 0'"  cbyay  其中 cba ,, 為常數，試問 cba ,, 在何種條件下，使

得上述 O.D.E.的解範圍為 y  ? 

[解法]: 

    因題目為二階 O.D.E.  ∴ 0a  

        02  cbDaD    
a

acbb
D

2

42 
  

    (i) 042  acb  

       
x

a

acbb
x

a

acbb

ececy 2

4

2
2

4

1

22 

  

       欲使 y   →  0
2

42




a

acbb
 且 0

2

42




a

acbb
 

       因 0)
2

4
)(

2

4
(

22




a

acbb

a

acbb
   0ac  

    (ii) 042  acb  

       
x

a

b
x

a

b

xececy 2
4

2
3



  

       欲使 y   →  0
2




a

b
  →   0

a

b
 

    (iii) 042  acb  

       )
2

4
s i n

2

4
c o s(

2

6

2

5
2 x

a

bac
cx

a

bac
cey

x
a

b









 

       欲使 y  →  0
2




a

b
  →   0

a

b
 

 

例題:   (91 台大生物機電) 

  0'"  ByAyy    2)0( y   3)0(' y    的解為 

  )2s i n2c o s( xDxCey x  
 

  其中 DCBA ,,, 皆為常數，試求 DCBA ,,, 之值？ 

[解法]: )2sin2cos( xDxCey x  
     特徵方程式的根為 21 i  

       )21()21( iiA     2A  

       )21()21( iiB       3B  

        2)0( y       2C  



        3)0(' y      
2

1
D       

 

例題:   (90 臺大電機) 

二學生同時解下列初值問題 

     0'"  byayy    Ay )0(   By )0('  

若其中一人看錯常數 Bb, ，所得解為 )3sin23(cos2 xxey x   。 

若另一人看錯常數 Aa, ，所得解為 xx eey 323  。試求正確常數 BAba ,,, 及

微分方程式的解？ 

[解法]: 特徵方程式: 02  baDD    

       其中一解為 )3sin23(cos2 xxey x        特徵方程式的根為 32 i  

       因看錯b ，但 a  仍正確     )32()32( iia     4a  

       又因 A 正確     Axxey
x

x 


 1)3s i n23( c o s)0(
0

2  

       另一解為 xx eey 323       特徵方程式的根為 1,3 

       因看錯 a ，但b  仍正確     331 b  

       又因 B 正確     Beey
x

xx 


363)0('
0

3  

       得 4a ， 3b ， 1A ， 3B ，原 O.D.E.得 

         03'4"  yyy   1)0( y   3)0(' y  

         xx eey 323                                                

   

5.等維型變係數齊次常微分方程式 

 (A)Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式 

    合乎下列型式的 O.D.E.稱為 Euler-Cauchy 型等維(equidimensional)變係數齊

次常微分方程式 

           00

'

1

)1(1

1

)(  

 yaxyayxayxa nn

n

nn

n   

    其中 011 ,,,, aaaa nn   為常數，且上式在 )0,(  與 ),0(  上為正規。例如 

           0'"2''' 23  yxyyxyx  

    即為 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式 

    處理上述等維型變係數齊次常微分方程式時，若可化為前面單元所提之常係

數齊次常微分方程式，則可利用特徵方程式來求得齊次解。因此，我們利用

變數變換的方法，將等維型變係數齊次常微分方程式轉為常係數齊次常微分

方程式 

    令 








)0(

)0(

xex

xex
t

t

     








xt

xt

ln

ln
       tex  , xt ln , 0x  



    取 
dt

d
D   

       Dy
dt

dy

dx

dt

dt

dy
x

dx

dy
xxy '  

       )](
11
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1

()("
2

2222

dt
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d

xdt

dy

x
x

dt

dy

xdx

d
x

dx

dy

dx

d
xyx   

           ]
11

[])(
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[
2

2
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2

2

2

dt

yd

xdt

dy

x
x

dx

dt

dt

dy

dt

d

xdt

dy

x
x   

           yDD
dt

dy

dt

yd
)1(

2

2

  

    同理可推 yDDDyx )2)(1('''3   

    則 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式將可轉為常係數齊次常微

分方程式 

 

例題:   (91 中興環工) 

試求下列常微分方程式      06'2"2  yxyyx  

[解法]: 令 tex  ， xt ln ，
dt

d
D   ，原 O.D.E.得 

       0]62)1([  yDDD           

       062  DD      0)2)(3(  DD      2,3  DD  

       
tt ececty 2

2

3

3)(  
 

       2

2

3

1

2

2

3

3)( xcxcxcxcxy       ),0(),0,( x         

[另解]:由上述例題知，Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式解的型式為
mx  

      令 mxy  ， 1'  mmxy ， 2)1("  mxmmy    帶回原 O.D.E.得 

      0]62)1([  mxmmm  

      062 mm       0)2)(3(  mm      2,3  mm  

      2

2

3

1)( xcxcxy    

[註]:由上可知，若以 mxy   帶入 O.D.E.時，當m 具相異實根 21,mmm  ，其

相對齊次解為    21

21

mm
xcxcy   

 

例題:   (91 中央環工) 

試求下列常微分方程式      0'"2  yxyyx  

[解法]: 令 tex  ， xt ln ，
dt

d
D   ，原 O.D.E.得 

       0]1)1([  yDDD  



       0122  DD      1,1D  

       tt etcecty  43)(  

       xxcxcxy  ln)( 43
 

       xxcxcxy ln)( 21             ),0(),0,( x      

[另解]:令 mxy  ， 1'  mmxy ， 2)1("  mxmmy    帶回原 O.D.E.得 

0]1)1([  mxmmm  

      0122  mm      1,1m  

      得一個齊次解為 xy   

      由降階法，令 xvy  ， '' xvvy  ， "'2" xvvy  ，帶回原 O.D.E.得 

      0)'()"'2(2  xvxvvxxvvx  

      0'" 23  vxvx       0'
1

"  v
x

v       
x

c
ececv

x
dx

x 2ln

2

1

2' 







 

      
12 ln cxcv   

      xxcxcxvy ln21          ),0(),0,( x  

[註]:由上可知，若以 mxy   帶入 O.D.E.時，當m 具重根 11 ,mmm  ，其相對齊

次解為    xxcxcy
mm

ln11

21   

[推論]:若以 mxy   帶入 O.D.E.時，當m 具重根 111 ,, mmmm  ，其相對齊次解為    

2

321 )( l nln 111 xxcxxcxcy
mmm

  

例題:   (91 臺大電機)(91 中正電機) 

試求下列常微分方程式      08'7"5''' 23  yxyyxyx  

[解法]: 令 tex  ， xt ln ，
dt

d
D   ，原 O.D.E.得 

       0]87)1(5)2)(1([  yDDDDDD  

       0842 23  DDD     0)4)(2( 2  DD      iDD 2,2   

       tctcecty t 2s i n2c o s)( 32

2

1  
 

       )ln2sin()ln2cos()( 32

2

1 xcxcxcxy         

       )ln2sin()ln2cos()( 32

2

1 xcxcxcxy        ),0(),0,( x  

[另解]:令 mxy  ， 1'  mmxy ， 2)1("  mxmmy    帶回原 O.D.E.得 



      0]87)1(5)2)(1([  mxmmmmmm  

0842 23  mmm     0)4)(2( 2  mm      imm 2,2   

ii xxii BeAexcBxAxxcy
22 lnln2

1

222

1



   

  
)ln2()ln2(2

1

xixi
BeAexc

   

  )ln2sin()()ln2cos()(2

1 xBiAixBAxc    

  )ln2sin()ln2cos( 32

2

1 xcxcxc    

[註]:由上可知，若以 mxy   帶入 O.D.E.時m 具相異共軛複根  im  ，其

相對齊次解為    )]lnsin()lncos([ 21 xcxcxy    

 (B)Legendre 型等維變係數齊次常微分方程式 

   合乎下列型式的 O.D.E.稱為 Legendre 型等維(equidimensional)變係數齊次常

微分方程式 

      0)()()( 01

)1(1

1

)(  

 yaycbxaycbxaycbxa nn

n

nn

n        --⑧ 

    其中 011 ,,,, aaaa nn   為常數，且上式在 ),(
b

c
  與 ),( 

b

c
上為正規。

例如 

                   04')32(7")32( 2  yyxyx  

    即為 Legendre 型等維變係數齊次常微分方程式 

    處理方法為利用變數變換，先將 Legendre 型等維變係數齊次常微分方程式

轉為 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式。 

    令 cbxz   
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    同理可推  
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3
3
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by   

    則⑧式改為 

         0011
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    為 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式 

 

例題:    (90 成大水利及海洋) 



試求下列常微分方程式   04')32(7")32( 2  yyxyx     

[解法]: 令 32  xz   原 O.D.E.改為 

          04272
2

2
22  y

dz

dy
z

dz

yd
z   

為 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式 

       令 mzy    帶回上式 

          0414)1(4  mmm      
2

1
m ， 2m  

          2

2
2

1

1)( 


 zczczy  

          2

2
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1

1 )32()32()( 


 xcxcxy  

 

例題:  (91 北科大電腦通訊與控制) 

試求下列常微分方程式   05')55(")12( 2  yyxyxx     

[解法]: 05')1(5")1( 2  yyxyx  

   令 1 xz  上式改為 

     055
2

2
2  y

dz

dy
z

dz

yd
z   為 Euler-Cauchy 型等維變係數齊次常微分方程式 

   令 mzy    帶回上式 

      055)1(  mmm      im  2  

      )]sin(ln)cos(ln[)( 21

2 zczczzy    

      )]1sin(ln)1cos(ln[)1()( 21

2   xcxcxxy                 

例題:  (92 雲科大電機)  

試求  036)43(3)43(
2

2
2  y

dx

dy
x

dx

yd
x  

    [解法]：令 43  xz    
dz

dy

dx

dy
3    

2

2

2

2

9
dz

yd

dx

yd
   原 O.D.E.得 

              03699
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2
2  y

dz
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z

dz

yd
z  

              04
2

2
2  y

dz
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z

dz

yd
z  

            令 mzy   

               04)1(  mmm    042 m     im 2  

            ∴ )ln2sin()ln2cos()( 21 zczczy   



               )43ln2sin()43ln2cos()( 21  xcxcxy  

 

 

本節習題 

1.二階 O.D.E. 0'"  cybyay  cba ,, 為常數，試求 )(xy ？     (91 淡江土木) 

(i) acb 42      (ii) acb 32   

  [ans]: (i)
x

a

b
x

a

b

xececy 2
2

2
1



     (ii) )
2

sin
2

cos( 21
2 x

a

ac
cx

a

ac
cey

x
a

b




 

2. 0"2)4(  yyy                                         (89 清大物理) 

  [ans]: )sincos(sincos 4321 xcxcxxcxcy   

3. 02'"  yyy                                            (88 中山環工) 

  [ans]: xx ececy 2

2

1    

4. 04'4"  yyy                                           (88 中山環工) 

  [ans]: xx xececy 2

2

2

1   

5. 03'"3'''  yyyy                                       (88 交大電控) 

[ans]: xcxcecy x sincos 32

3

1  
 

6.   044  y                                             （88 中央機械） 

【ans】：




























 xcxcexcxcey

xx


2

2
sin

2

2
cos

2

2
sin

2

2
cos 21

2

2

21
2

2

 

7. 034  yyy       40 y      00 y                    （87 成大航太） 

【ans】： xx eey 326   

8. 034  yyy       10 y      30 y                   （87 清大電機） 

【ans】： xx eey 323   

9. 0168  yyy                                         （87 成大製造） 

【ans】： xx xececy 4

2

4

1

   

10. 0
43

2
 y

x
y

x
y                                    （91 淡江水資源） 

【ans】： xxcxcy ln2

2

2

1   

11.     011
2

 yyxyx     10 y ，   00 y             （90 交大光電） 

【ans】：     1ln11  xxxy  

12.   02212  yyxyx                                  （90 中山物理） 

【ans】：  12

21  xcxcy  



13.   01  yyxyx                                （90 台科大自動化） 

【ans】： xecxcy 21   

14   01  yyxyxx                                     （90 成大機械） 

【ans】：  1ln21  xxcxcy  

15.   0221 2  yyxyx                                 （90 南台機械） 

【ans】： 












 2

1

1
ln21

x

x
xcxcy  

16    222 16221  xyyxyx                           （90 中山海環） 

【ans】：  13 2

21

24  xcxcxxy  

17.   04412 2  yyxyx                                  (88 中原機械)   

 ans : 









2

12

21 xcxcy     

18. xeyxyxyx 2)2()1(2                              (88 中央光電) 

 ans : x
x

x xe
x

e
cecy  21  

19.     0121  yxyxyx                              (88 北科大生化) 

  xececyans xx ln: 21   

20.   02  yyxyxx                                     (87 交大機械) 

    xcxxcyans 21 1ln:   

21. 088  yyty                                       (87 台科大化工) 

 :ans tcdt
t

e
tcy

t

22

4

1

2

 


 

22.       021211 2  yxyxxyxx                        (87 成大土木) 

    xcxxxcyans 2

2

1 ln:   

23.   022 2  yxyxy                                      (清大化工) 

   xcxceyans
x

sincos: 21
2

1 2




  

24 下列那一組函數是線性相依                         （88 台大電機） 

     xeA 2 ， xe 2 ， x2sinh                xB 2s i n h ， x2cosh ， x2  

      xeC ， xe2 ， xe3                     2xD ， 4x ， 26 2xx   

      xeE 3 ， xe 3. ， xe2  

 ans ：  A  

25 下列那一組函數是線性獨立？                          （88 交大電子） 



      xeA ， x                          xB ， 2x  

      xC s i n ， xcos                     xD ， xsin  

      xE c o s ， x3cos  

 ans ：      EDCBA  

26 試求 x ， 2x 的 Wronskian 行列式？                     （88 清大材料） 

 ans  ：   2xxW   

27 證明1， x ， 2x 為線性獨立。                            （87 成大製造） 

28 下列那一組函數是線性相依？                           （88 中山環工） 

      xeA 2 ， xe 2    x                1xB ， 1x   10  x  

      xC ln ， 2ln x   0x  

 ans ：  C  

 


